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目的	


地上レーザー干渉計の有力なターゲット・・・コンパクト連星合体 

コンパクト連星合体のインスパイラル波形を、レーザー干渉計ネットワークにより 
検出する際の、パラメータ決定精度を調べる． 

波形は、ポストニュートニアン波形のRestricted wave formと、Full wave formの 
両方を用いて、結果を比較する． 

レーザー干渉計は第２世代(Advanced LIGO(aLIGO) - Advanced VIRGO - LCGT) 
と第３世代(Einstein Telescope (ET)　相当)を想定する． 

地上の３、４台の検出器を用いるので、方向が決まる． 
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コンパクト連星合体波形 	
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2.5PN Full Wave Form formula (FWF)  for plus and cross modes	


M = m1 + m2, η = m1m2/M
2, r = distance to source
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レーザー干渉計が受ける波形	


F+, F× : detector’s response function
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by Dhurandhar, Tinto (‘88)	


Ψ(t) : Orbital phase formula (3.5PN)
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FWFとRWF	


FWF(Full Wave Form) 既知のすべてのモードを含む (n=0..5, k=1..7) 

一方、通常使われる波形はRWF(Restricted Wave Form) と呼ばれ、 
n=0, k=2 のモードのみを含み、また、フーリエ変換の際に生じる振幅の補正項 
を無視する． 

�

0 200 400 600 800 1000

10�53

10�51

10�49

10�47

10�45|h̃(f)|2

f [Hz]

fmax = 2fISCO

fmax = 3fISCO

fmax = 4fISCO

fmax = 5fISCO

fISCO : Orbital frequency at ISCO



5	


過去の仕事	


地上干渉計ネットワーク(複数台)でのパラメータ決定精度	


Jaranowski, Krolak  et al. (’94,’96)   RWF, Fisher行列 
Pai,Dhurandhar,Bose(’01)  RWF, Fisher行列(１例) 
Röver, Meyer, Christensen (‘07)   FWF,  MCMCシミュレーション 

FWFを用いた研究	


Sintes and Vecchio (’00,’00)  initial LIGO, LISA 
Hellings and Moore (’02,’03)  LISA 
van den Broeck, Sengupta (’07,’07) FWF, aLIGO, EGO 
Trias and Sintes (‘07) LISA 
Arun et al. (’07,’07) LISA	
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FWFとRWF,	
  Mass	
  reach	

S/Nが変わる	
164 C V D Broeck and A S Sengupta
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Figure 2. Plots of ρ[h] and ρ[h0] as functions of total mass for Advanced LIGO (left panel)
and EGO (right). Distance is fixed at 100 Mpc, and we assume m1/m2 = 0.1. Angles are as in
table 1. At low masses one has 2fLSO ! fs and ρ[h0] dominates. For sufficiently high masses,
2fLSO ! fs , so that the dominant harmonic no longer enters the detector’s bandwidth and the
SNR for the restricted waveform vanishes. For such masses, higher harmonics in the amplitude-
corrected waveform will continue to enter the bandwidth and can lead to significant SNRs. As a
result, at the given distance the use of amplitude-corrected waveforms approximately doubles the
mass reach of Advanced LIGO and triples that of EGO.

for M ∼ 100 M#, the approximate lower limit for intermediate-mass binaries. Although such
inspirals will be accessible to Advanced LIGO, they would have to happen at distances of at
most a few hundred Mpc to be seen with appreciable SNR, and coalescence rates are likely
to be low within the corresponding spatial volume. This is much less of a problem for EGO,
which has a significantly larger spatial coverage.

4.2. Redshift reach

In figure 2, distance was fixed at 100 Mpc, leading to large SNRs even when the dominant
harmonic does not enter the bandwidth. We may now ask to what distances sources can be
seen depending on how many harmonics reach the bandwidth. Since large distances will be
involved, a proper treatment will have to take into account the effects of cosmological redshift
z. This is achieved by making the following replacements in waveforms,

r −→ D(z), M −→ M′ = (1 + z)M,

tc −→ t ′c = (1 + z)tc, f −→ f ′ = f

1 + z
,

(4.1)

where in a flat Universe the luminosity distance D depends on redshift as

D(z) = 1
H0

(1 + z)

∫ z

0

dz′
√

"matter(1 + z′)3 + "#

, (4.2)

with H0 the Hubble parameter at the current epoch while "matter and "# are dimensionless
quantities defined on the basis of the total matter density and the cosmological constant,
respectively. Wherever specific values are needed we will set H0 = 71 km (Mpc s)−1 and
"matter = 0.27,"# = 0.73 [28]. Note that the redshifting of frequencies will also affect
the observed frequency of last stable orbit: f ′

LSO = fLSO/(1 + z). In general, the observed
quantities are the redshifted ones. Nevertheless, when specifying systems we will continue to
do so in terms of physical mass. In older work, precedence has usually been given to observed
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Figure 4. The strain sensitivities of Advanced LIGO and EGO as functions of frequency.

50; the finesse of the main cavities is about 600. The radiation pressure noise is suppressed
using a scheme suggested by Courty et al [40], in which a control cavity is coupled to each
mirror, storing a lower light power. The seismic filtering is realized by combining a passive
system similar to VIRGO’s ‘super-attenuator’ with an active system as in Advanced LIGO.
Above frequencies of a few Hertz the resulting PSD is well-approximated by

Sh(f ) = S0

[
xp1 + a1x

p2 + a2
1 + b1x + b2x

2 + b3x
3 + b4x

4 + b5x
5 + b6x

6

1 + c1x + c2x2 + c3x3 + c4x4

]
(C.1)

where x = f/f0 with f0 = 200 Hz, and S0 = 1.61 × 10−51 Hz−1. One has

p1 = −4.05, p2 = −0.69,

a1 = 185.62, a2 = 232.56,

b1 = 31.18, b2 = −64.72, b3 = 52.24,

b4 = −42.16, b5 = 10.17, b6 = 11.53,

c1 = 13.58, c2 = −36.46, c3 = 18.56, c4 = 27.43.

(C.2)

The strain sensitivities for Advanced LIGO and EGO are plotted in figure 4.
Finally, the lower cut-off frequencies fs for EGO as well as Initial and Advanced LIGO

are chosen in such a way that for any (untruncated) restricted PN waveform h0,
[∫ ∞

fs
|h0(f )|2 df/Sh(f )

∫ ∞
0 |h0(f )|2 df/Sh(f )

]1/2

=
[∫ ∞

fs
f −7/3 df/Sh(f )

∫ ∞
0 f −7/3 df/Sh(f )

]1/2

> 0.99. (C.3)

Picking the largest value of fs satisfying this requirement and rounding off yields the usual
fs = 40 Hz for Initial LIGO and fs = 20 Hz for Advanced LIGO, while fs = 10 Hz for
EGO.

References

[1] http://www.ligo.caltech.edu/, http://www.virgo.infn.it/, http://www.geo600.uni-hannover.de/, http://tamago.
mtk.nao.ac.jp/

Van Den Broeck and Sengupta (‘07)	
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Maximum likelihood 法による重力波信号検出を想定する．（ネットワーク解析） 
それによるパラメータ推定誤差をフィッシャー行列により評価する． 
複数の検出器のときは、検出器間のノイズに相関がなければ、 
検出器ネットワークのFisher行列は、各検出器のFisher行列の和になる．	
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Detectors	
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 3

Detector latitude(λ) longitude(") x-arm(ζ) y-arm

H1,H2 46.45◦N −119.41◦E 36.8◦ 126.8◦

L1 30.56◦N −90.77◦E 108.0◦ 198.0◦

V1 43.63◦N 10.5◦E 71.5◦ 341.5◦

K1 137.18◦N 36.25◦E 295.0◦ 25.0◦

TABLE I: The locations and orientations of some ground
based GW detectors. L1 - LIGO Louisiana, H1 - LIGO
Hanford 4 km, H2 - LIGO Hanford 2 km, V1 - Virgo, and
K1 - LCGT (the K stands for Kamioka) [19]. The lati-
tude and longitude of the centre and the angles through
which the x-arm and the y-arm must be rotated counter
clockwise (viewed from top) from North are listed. The
angles (λ, ", ζ) are related to (αI , βI , γI) for a particular
detector I.

and the results obtained in this paper can also be
obtained similarly for other detectors.

Let (φ, θ,ψ) be the Euler angles through which
the Earth frame must be rotated in order to align
with the wave frame. The angles φ and θ are closely
related to spherical polar coordinates and ψ is the
polarization angle. We opt for the Goldstein conven-
tion [13]. The Euler angles (αI ,βI , γI) that rotate
the Earth frame to the frame of the I-th detector
are then (λI + π/2, )I , ζI + 3π/4).

B. Signal at a detector

Having described the coordinate system, we write
down the response of the I-th detector to the GW
signal in the Fourier domain. We adopt the following
convention for the Fourier Transform,

h̃(f) =
∫ ∞

−∞
dt h(t)e2πift, (2.1)

as in paper-I.
In the stationary phase approximation the spin-

less, restricted post-Newtonian inspiral signal is
given by,

h̃I(f) = N × EIf−7/6

× exp iΨI(f ; tc, δc, τ0, τ3), (2.2)

where tc and δc are respectively the coalescence time
and the coalescence phase of the binary. EI is the
extended antenna pattern function which depends
on seven angles - two angles (θ,φ) specifying the
location of the source, two angles (ι,ψ) specifying
the orientation of the source and three Euler angles
(αI ,βI , γI) specifying the orientation of the detector
with respect to the wave frame.

EI =
(

1 + cos2 ι

2

)
F I

+ + i cos ιF I
× , (2.3)

where the F I
+,× are the usual antenna pattern func-

tions depending on θ,φ,ψ,αI , βI , γI [12]. Note that
EI is a complex quantity. Thus the phase of EI , say

χI , where, tanχI = 2F I
× cos ι/F I

+(1 + cos2 ι) repre-
sents the polarization phase and plays an important
role in coherent detection. On the other hand we
observe that χI simply adds on to the coalescence
phase δc and therefore for the purposes of matched
filtering in a single detector can be absorbed in δc.
In the coincidence strategy each detector is treated
separately, just like a single detector, and therefore,
for matched filtering when using coincidence, χI can
be absorbed in δc.

The factor N depends on the distance r to the
binaries, the total mass M = m1 + m2 and the re-
duced mass ratio η = m1m2

M2 , where m1 and m2 are
the individual masses of the binary. In the units of
c = G = 1 it is given by,

N =
(

5
24

)1/2 M5/6η1/2π−2/3

r
. (2.4)

Instead of the total mass and the chirp mass of the
binary system, it is customary to use the dynamical
parameters τ0 and τ3 for in these parameters the
template placing is approximately uniform. These
parameters are defined as:

τ0 =
5

256πηfa
(πMfa)−5/3 ,

τ3 =
1

8ηfa
(πMfa)−2/3 , (2.5)

where fa is the fiducial frequency usually chosen
to be the seismic cut-off frequency - the lowest fre-
quency of the detection bandwidth.

The phase of the signal ΨI(f ; tc, δc, τ0, τ3) in the
Ith detector frame relates to the phase in the fiducial
frame Ψ(f ; tc, δc, τ0, τ3) as,

ΨI(f ; tc, δc, τ0, τ3) = Ψ(f ; tc, δc, τ0, τ3) + 2πf∆tI ,
(2.6)

where ∆tI is the time-delay between the I-th detec-
tor and the fiducial detector. The fiducial detector
may be taken to coincide with the origin of the Earth
frame, that is, a detector situated at the centre of
the Earth or it could be chosen as one of the detec-
tors in the network. For the phase in the fiducial
frame we adopt the same 3PN formula we took in
paper-I (equations (2.7) and (2.8) in paper-I) given
by [2].

C. The matched filtering paradigm for a
network of detectors

By virtue of (2.2), we can represent the i-th tem-
plate for the I-th detector as,

h̃I(f ; 0µi, tc, δc) = AI(s̃I
0(f ; 0µi, tc) cos δc

+ s̃I
π/2(f ; 0µi, tc) sin δc) , (2.7)

where,

s̃I
π/2(f ; 0µi, tc) = is̃I

0(f ; 0µi, tc) . (2.8)

Noise power spectrum・・・ assume all detectors have the same spectrum	


Einstein telescope (red curve)	
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Figure 4. The strain sensitivities of Advanced LIGO and EGO as functions of frequency.

50; the finesse of the main cavities is about 600. The radiation pressure noise is suppressed
using a scheme suggested by Courty et al [40], in which a control cavity is coupled to each
mirror, storing a lower light power. The seismic filtering is realized by combining a passive
system similar to VIRGO’s ‘super-attenuator’ with an active system as in Advanced LIGO.
Above frequencies of a few Hertz the resulting PSD is well-approximated by
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where x = f/f0 with f0 = 200 Hz, and S0 = 1.61 × 10−51 Hz−1. One has

p1 = −4.05, p2 = −0.69,

a1 = 185.62, a2 = 232.56,

b1 = 31.18, b2 = −64.72, b3 = 52.24,

b4 = −42.16, b5 = 10.17, b6 = 11.53,

c1 = 13.58, c2 = −36.46, c3 = 18.56, c4 = 27.43.

(C.2)

The strain sensitivities for Advanced LIGO and EGO are plotted in figure 4.
Finally, the lower cut-off frequencies fs for EGO as well as Initial and Advanced LIGO

are chosen in such a way that for any (untruncated) restricted PN waveform h0,
[∫ ∞

fs
|h0(f )|2 df/Sh(f )

∫ ∞
0 |h0(f )|2 df/Sh(f )

]1/2

=
[∫ ∞

fs
f −7/3 df/Sh(f )

∫ ∞
0 f −7/3 df/Sh(f )

]1/2

> 0.99. (C.3)

Picking the largest value of fs satisfying this requirement and rounding off yields the usual
fs = 40 Hz for Initial LIGO and fs = 20 Hz for Advanced LIGO, while fs = 10 Hz for
EGO.

References

[1] http://www.ligo.caltech.edu/, http://www.virgo.infn.it/, http://www.geo600.uni-hannover.de/, http://tamago.
mtk.nao.ac.jp/
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計算	


• 検出器が違う方向を向く（地球の曲率） (Dhurandhar,Tinto (‘88),Pai,Dhurandar,Bose(‘01)) 
• 検出器間での重力波の到達時刻の違い 
• 地球回転	


重力波を記述するパラメータ	


(ln(r), ln(Mc), δ or ln(η), tcf0,φc, θs,φs,ψ, �)
Mc = Mη3/5, δ = (m1 −m2)/M 方向	


偏極角	


Inclination 
angle	


取り入れる効果	


(1.4, 1.4)Msolar,  (10,1.4)Msolar, (10,10)Msolar  (aLIGO, ET) 

(100,10)Msolar – (800,10)Msolar    (ETのみ）	


質量パラメータ	




Parameter	
  es4ma4on	
  errors	
  (1)	


€ 

θ s =
π
9

,  ϕs =
8
9
π,   ψ =

π
4

,  ε =
π
3

(m1,m2) = (1.4,1.4)Msolar

r = 200 Mpc

LIGO-­‐L1	
 LIGO-­‐H1	
 VIRGO-­‐V1	
 LCGT-­‐K1	


RWF	
 6.6	
 8.3	
 6.4	
 8.1	


FWF	
 6.4	
 8.0	
 6.2	
 7.9	


Signal	
  to	
  noise	
  ra4o	
  at	
  each	
  detector	


Parameter	
  es4ma4on	
  errors	


ln(r)	
 ln(Mc)	
 ln(eta)	
 tc[msec]	
 theta
[min]	


phi[min]	
 Omega
[sr]	


minor	
  
axis	
  [min]	


Major	
  
axis	
  [min]	


RWF	
 LHVK	
 0.46	
 9.0x10-­‐5	
 8.9x10-­‐3	
 0.35	
 33	
 75	
 4.3x10-­‐4	
 22	
 150	


LVK	
 0.48	
 1.1x10-­‐4	
 1.1x10-­‐2	
 0.42	
 33	
 94	
 5.6x10-­‐4	
 22	
 188	


ln(r)	
 ln(Mc)	
 delta	
 tc[msec]	
 theta
[min]	


phi[min]	
 Omega
[sr]	


minor	
  
axis	
  [min]	


Major	
  
axis	
  [min]	


FWF	
 LHVK	
 0.49	
 3.7x10-­‐5	
 0.34	
 0.17	
 35	
 80	
 4.9x10-­‐4	
 23	
 160	


LVK	
 0.50	
 4.4x10-­‐5	
 0.41	
 0.20	
 36	
 100	
 6.4x10-­‐4	
 24	
 200	


Advanced	
  LIGO	
  noise	
  spectrum	


€ 

(1.4,1.4)Msolar



Parameter	
  es4ma4on	
  errors	
  (3)	


FWF	
 LIGO-­‐L1	
 LIGO-­‐H1	
 VIRGO-­‐V1	
 LCGT-­‐K1	


(1.4,1.4)	
 100	
 126	
 93	
 123	


(10,1.4)	
 208	
 260	
 199	
 256	


(10,10)	
 497	
 622	
 478	
 611	


Signal	
  to	
  noise	
  ra4o	
  at	
  each	
  detector	


Parameter	
  es4ma4on	
  errors	
  (4	
  detectors)	


RWF	


(1.4,1.4)	
 0.021	
 1.2x10-­‐7	
 1.0x10-­‐4	
 0.014	
 2.8	
 7.1	
 3.5x10-­‐6	
 1.9	
 14	

(10,1.4)	
 0.012	
 2.8x10-­‐7	
 5.3x10-­‐5	
 0.012	
 1.9	
 4.7	
 1.7x10-­‐6	
 1.3	
 9.5	

(10,10)	
 0.0049	
 9.0x10-­‐7	
 6.5x10-­‐5	
 0.0082	
 1.1	
 2.6	
 5.3x10-­‐7	
 0.76	
 5.2	


FWF	
 ln(r)	
 ln(Mc)	
 delta	
 tc[msec]	
 theta
[min]	


phi[min]	
 Omega
[sr]	


minor	
  
axis	
  
[min]	


Major	
  
axis	
  
[min]	


(1.4,1.4)	
 0.022	
 8.1x10-­‐8	
 0.036	
 0.011	
 3.1	
 7.9	
 4.3x10-­‐6	
 2.1	
 16	

(10,1.4)	
 0.011	
 2.6x10-­‐7	
 1.6x10-­‐5	
 0.015	
 2.3	
 5.6	
 2.3x10-­‐6	
 1.5	
 11	

(10,10)	
 0.0053	
 4.2x10-­‐7	
 0.0041	
 0.0054	
 1.4	
 3.2	
 8.4x10-­‐7	
 0.96	
 6.6	


ET-­‐C	
  noise	
  spectrum	

RWF	
 LIGO-­‐L1	
 LIGO-­‐H1	
 VIRGO-­‐V1	
 LCGT-­‐K1	


(1.4,1.4)	
 101	
 128	
 94	
 124	


(10,1.4)	
 215	
 270	
 206	
 264	


(10,10)	
 522	
 652	
 502	
 641	




Parameter	
  es4ma4on	
  error	
  (5)	
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RWF

ln(r)の誤差	
 ×10−5 方向の誤差（立体角）[sr]	
×10−3



まとめ	


•  FWFの効果は10Msolar以下の連星では，aLIGO，ET両方で小さい．	
  

•  ETの場合，100Msolar以上では，距離と方向の誤差は，FWFを使うこ
とで小さくなる．特に距離の誤差は半分以下になる．	
  

•  ETの場合，距離の誤差は10Msolar以下では数%程度，100Msoalr以
上では0.2%程度．	
  

•  方向の誤差は10Msolar以下で1-­‐2分 x	
  5-­‐10分角.	
  

•  一方，aLIGOでは，方向の誤差は10-­‐4	
  steradian	
  程度で，これは1°程
度．また，距離の誤差は数１０％．	
  

•  以上の結果は方向などによって多少変わる．今後より多くの方向パ
ラメータの組を調べて以上の結果を確認する．	
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Summary	
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• The effect of the FWF is small in the case of mass less than 10Msolar 
both in Advanced LIGO and Einstein Telescope. 

• In the case of ET, at higher mass (more than 100Msolar, 10Msoar),  
the parameter estimation error of distance and direction are improved  
by using FWF. 
The error of distance becomes 1/2 compared to the RWF case. 

• In the case of ET, distance is determined with a few % accuracy  
 for mass less than 10Msolar, and around 0.2 %  for mass larger  
 than 100-800Msolar+10Msolar. 

• On the other hand, in the case of Advanced LIGO, the error of direction 
 is determined only 10-4 steradian which is around 1°. 
 Distance is determined with error of several 10 %. 
 (But the these value of errors depend on                       ) 

• Larger parameter space of                      should be investigated in order  
 to confirm these results.  

(θ, φ,ψ, �)

(θ, φ,ψ, �)



Parameter	
  es4ma4on	
  error	
  	


16	


ET-­‐C	
  noise	
  spectrum	
(100M⊙ × j, 10M⊙)

100 200 300 400 500 600 700 800
600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

Mass of m1 [Msolar]

Si
gn

al
to

N
oi

se
 ra

tio
Signal to Noise ratio at LIGO H1

 

 

FWF
RWF

m2=10Msolar



17	


コンパクト連星合体波形	

Inspiral phaseでの重力波波形     (ポストニュートニアン(PN)近似波形) 

運動方程式:   3.5PN	

1PN · · ·

�v

c

�2

€ 

エネルギー放出率        ・・・3.5PN	

dE

dt

軌道半径変化率・・・3.5PN	


軌道運動の位相の式・・・3.5PN 
(重力波の位相の式)	
波形・・・2.5PN	


重力波	
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コンパクト連星合体	


第 1 章. LCGT の重力波源

NS-NS BH-NS BH-BH

銀河系での合体率 [1/yr] 83.0+209.1
−66.1 × 10−6(CI=95%) 10−7 − 10−4 10−7 − 10−5

LCGT(BRSE) での最大観測可能範囲 231Mpc(z=0.0522) 475Mpc(z=0.103) 1.10Gpc(z=0.222)

LCGT でのイベントレート [1/yr] 3.9+9.90
−3.13 0.036 − 36 0.32 − 32

LCGT(DRSE) での最大観測可能範囲 312Mpc(z=0.0697) 662Mpc(z=0.141) 1.50Gpc(z=0.292)

LCGT でのイベントレート [1/yr] 9.2+23.2
−7.35 0.087 − 87 0.70 − 70

表 1.1: コンパクト連星系の銀河系での合体率と LCGT で観測可能な範囲内でのイベントレート．NS-NS については，ビーム補正
と暗いパルサーからの寄与の補正を取り入れたもの．J1906+0746 の寄与は入っていない．最大観測可能範囲は，最適方向・角度
の場合に S/N=8 となる距離とした．また，最適方向・角度からのずれによる観測可能体積の減少率を (0.44)3 = 0.0852 として，
LCGTでのイベントレートは計算した．光度距離と赤方偏移 z の関係はWMAP 5yearの結果である，ΩM = 0.274, ΩΛ = 0.726,

H0 = 70.5kms−1Mpc−1 を用いた．

PSR name Ps (ms) Pb (hr) e τlife (Gyr)
B1913+16a 59.03 7.75 0.617 0.37
B1534+12a 37.90 10.10 0.274 2.93

J0737-3039Aa 22.70 2.45 0.088 0.23
J1756-2251a 28.46 7.67 0.181 2.03
J1906+0746b 144.14 3.98 0.085 0.082
J2127+11Cbcd 32.76 8.047 0.681 0.32

表 1.2: 1010 年以内に合体する連星中性子星．Ps:パルス周期，Pb:公転周期，e:離心率，τlife:寿命，τlife = τsd + τmrg，τsd: spin

down age, τmrg:重力波放出による合体までの時間．J1906+0746は伴星がWDである可能性もある．J2127+11Cは球状星団M15

にあるもの．それ以外は銀河円盤内にあるもの．引用文献，aO’Shaughnessy et al.(2008)[3], bKim et al.(2006)[4], cThe ATNF

Pulsar Catalogue[5]. dPhinney(1991).[6]

selection効果を取り入れた評価によって，R = 2 − 4 × 10−7[yr−1] という結果を得た．この値は合体率の
下限値を与えていると考えられ，実際の値は，以下の２つの因子の補正を更に受ける．一つ目はパルサー
のビーム因子 fb で，これは，4π/(beamが自転しながら覆う立体角)として定義される．Kalogera et al.
では，PSR1913+16及び 1534+12ではビームの形状の解析が進んできていて，それぞれ fb = 5.8, 6.5と
いう値が得られていることから，典型的な値として fb = 6を採用した [8]．もう一つの効果は，暗くて観
測されないパルサーからの寄与をどの程度取り入れるかである．Kalogera et al.では，パルサーの光度関
数を用いた評価により，Rは最大 200倍程度大きくなる可能性があると見積もっている．これは他の不定
性に比べて最も大きな不定性となっている．これらの効果を取り入れ，上記の Rを 6 × (1 ∼ 200)倍する
ことで，最終的な合体率として，10−6 ≤ R ≤ 5 × 10−4[yr−1]を得た．

Kim et al.[9]は，以上に加えて，Bayes統計を導入して合体率の再評価を行った．その結果として，最頻
値はR = 8×10−6[yr−1]で，上限下限はCI=68%で (3−20)×10−6 [yr−1]，CI=99%では (0.7−40)×10−6

[yr−1]という結果を得た．なおこれはビーム因子や暗いパルサーの寄与の効果はすべて含まれた結果であ
る．もし採用されているビーム因子 (fb ∼ 6)の効果を取り除くと，中心値はR = 1.3× 10−6[yr−1]で，上
限下限は CI=99%で (0.11− 6.6)× 10−6 [yr−1]となる．暗いパルサーの寄与は，パルサーの光度関数とし
て空間分布と共に解析の中に取り入れられており，論文の結果からその効果だけを引き去ることはできな
い．しかし，暗いパルサーの光度関数が，合体率の評価に大きな影響を与えている点は以前までの解析と
は同じである．そのような系統誤差は，この評価とは別に与えるべきであると考えるべきである．

2003年頃発見された PSR J0737-3039は，軌道周期がそれまでのものより短く、従って合体までの時

iv

中性子星連星リスト	
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•  ノイズがガウスノイズの時	


; ( ; ) : signal :parameters t µ µ，

Likelihood ratio 

:sが存在するとき，xを観測する確率	


ノイズ n(t) : 平均値=0のガウス過程とする	
€ 

n(t) = x(t) − s(t;µ)

€ 

x(t) =
n(t)

n(t) + s(t;µ)
⎧ 
⎨ 
⎩ 

より	


€ 

P(x | s) = P(x − s | 0) と書ける	


よって，P(x|0)　を求めればよい．	
€ 

Λ =
P(x | s(µ))
P(x | 0)

€ 

P(x | s(µ))

€ 

P(x | 0) :sが存在しないとき，xを観測する確率	


データ解析の基礎(4)	
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€ 

P(x | 0) =
exp − 1

2
(x,x)

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 

[(2π )N det Cn,ij ]

,

( ) : correlation function
[( ) ]

n

n ij n

C
C C i j t

τ

= − Δ

多変量ガウス分布より，	


€ 

Λ =
P(x | s(µ))
P(x | 0)

=
P(x − s(µ) | 0)

P(x | 0)

=
exp − 1

2
x − s(µ),x − s(µ)

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 

exp − 1
2
x,x

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 

= exp x,s(µ) − 1
2
s(µ),s(µ)

⎡ 

⎣ ⎢ 
⎤ 

⎦ ⎥ 

従って	
 € 

(g,h) ≡ 2 df
−∞

∞

∫ ˜ g ( f ) ˜ h *( f )
Sn (| f |)

データ解析の基礎(5)	
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€ 

0 =
∂L(µ)
∂µi

µ= ˆ µ 

= x,si( ˆ µ )( ) − s( ˆ µ ),si( ˆ µ )( ) = x − s( ˆ µ ),si( ˆ µ )( )
€ 

Λ(x,µ) の最大値を与える            を，    の推定値とする．	


€ 

µ = ˆ µ 

   の指数部分（対数尤度比）	


€ 

L = lnΛ(x,µ) = x,s(µ)( ) − 1
2
s(µ),s(µ)( )

€ 

si(µ) =
∂s(µ)
∂µi

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

€ 

x(t) = n(t) + s( ˜ µ )とする．　　は真の値	


€ 

˜ µ 

€ 

δµi = ˆ µ i − ˜ µ i とおき，　　　の１次まで評価．	


信号sは強く，Lは    に強いピークを持つと仮定する．	


€ 

˜ µ 

€ 

δµi

Maximum likelihood estimation 

€ 

µ

€ 

Λ

データ解析の基礎(7)	
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€ 

δµ jΓij ( ˜ µ ) = n,si( ˜ µ )( )

€ 

Γij ( ˜ µ ) = si( ˜ µ ),s j ( ˜ µ )( ) :Fisher行列	


€ 

δµi = n,s j ( ˜ µ )( ) Γ−1( )
ij
≡ n,si( ˜ µ )( )

€ 

n,si( ˜ µ )( ) はガウス変数	


平均	


共分散行列	


€ 

n,si( ˜ µ )( ) = 0

€ 

n,si( ˜ µ )( ) n,s j ( ˜ µ )( ) = si( ˜ µ ),s j ( ˜ µ )( ) = Γ−1( )
ij

従って　　　も同じく平均0,共分散          のガウス分布に従う	


€ 

δµi

€ 

Γ−1( )
ij

€ 

p(δµi) = Ne
−
1
2
Γijδµ iδµ j

前ページからの続き	


データ解析の基礎(8)	
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aLIGO	


EGO	


ET-­‐B	


ET-­‐C	




Parameter	
  es4ma4on	
  errors	
  (2)	


€ 

θ s =
π
9

,  ϕs =
8
9
π,   ψ =

π
4

,  ε =
π
3

(m1,m2) = (10,1.4)Msolar

r = 200 Mpc

LIGO-­‐L1	
 LIGO-­‐H1	
 VIRGO-­‐V1	
 LCGT-­‐K1	


RWF	
 13.9	
 17.4	
 13.4	
 17.1	


FWF	
 13.0	
 16.3	
 12.6	
 16.0	


Signal	
  to	
  noise	
  ra4o	
  at	
  each	
  detector	


Parameter	
  es4ma4on	
  errors	

ln(r)	
 ln(Mc)	
 ln(eta)	
 tc

[msec]	

theta
[min]	


phi
[min]	


Omega
[sr]	


minor	
  
axis	
  
[min]	


Major	
  
axis	
  
[min]	


RWF	
 LHVK	
 0.23	
 2.2x10-­‐4	
 4.7x10-­‐3	
 0.32	
 18	
 40	
 1.2x10-­‐4	
 11	
 79	


LVK	
 0.24	
 2.6x10-­‐4	
 5.6x10-­‐3	
 0.39	
 18	
 50	
 1.6x10-­‐4	
 12	
 99	


ln(r)	
 ln(Mc)	
 delta	
 tc
[msec]	


theta
[min]	


phi
[min]	


Omega
[sr]	


minor	
  
axis	
  
[min]	


Major	
  
axis	
  
[min]	


FWF	
 LHVK	
 0.18	
 2.0x10-­‐4	
 1.4x10-­‐3	
 0.37	
 17	
 41	
 1.3x10-­‐4	
 11	
 83	


LVK	
 0.21	
 2.4x10-­‐4	
 1.7x10-­‐3	
 0.44	
 17	
 52	
 1.6x10-­‐4	
 12	
 104	


Advanced	
  LIGO	
  noise	
  spectrum	


€ 

(10,1.4)Msolar



Parameter	
  es4ma4on	
  error	
  (4)	
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ET-­‐C	
  noise	
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World	
  wide	
  network	
  for	
  GW	
  astronomy	


Adv.	
  LIGO	
  
	
  (under	
  construcJon	
  since	
  
2008.	
  OperaJon	
  starts	
  in	
  
2014）	


LCGT,	
  Budget	
  request	
  for	
  
2011	


LIGO(I)	
  Hanford	


LIGO(I)	
  Livingston	
  

GEO	
  HF	
  

Virgo	
  

AIGO	
  (budget	
  request)	


Adv.	
  Virgo	
  (design)	


ET	
  (planed)	


A	
  network	
  of	
  detectors	
  is	
  indispensable	
  	
  to	
  
posiJon	
  the	
  source	
  and	
  to	
  obtain	
  large	
  sky	
  
coverage	
  

LCGT	
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コンパクト連星合体	

コンパクト連星合体レート	


1.1. 連星中性子星，ブラックホールの INSPIRAL

間が、PSR B1913+16より 3.5倍短い連星パルサーである [10]．この連星パルサーを取り入れ、Kalogera
らは [11] 83.0+209.1

−66.1 × 10−6 [yr−1]という合体率を得た．これはmodel 6という，最も標準的とされたパル
サー光度関数などのモデルを用いた値であり，モデルを変えた場合のイベントレートは図 1.1に載せる．

2005年頃発見された PSR J1756-2251は銀河円盤内で 10Gyr以内に合体する４番目の連星パルサーと
なった．しかしながら，Kim et al.(2006)[4]によると，この連星パルサーの特徴は B1913+16に似ている
ために，合体率評価への影響は小さく，合体率を 4%程度増加させるだけであるとされている．また，最も
最近発見された J1906+0746[13]は，まだ，伴星が中性子星なのか，重い白色矮星なのかが確定していな
い [3]．しかし，スピンダウン率から計算される characteristic ageが 112kyrと非常に若いパルサーで，ま
た連星の寿命推定値も 82Myrと非常に短く注目される．Kim[14]は，J1906+0746を入れた銀河系での合
体率は 118+174

−79 Myr−1(CI=95%)としている (Ref.[15]の Lorimerのレビュー (p.32)も参照のこと)．なお，
以上の評価には，球状星団中にある J2127+11Cは，形成過程が違うと考えられるため取り入れられてい
ないが，合体率への影響は小さいと考えられる [6]．

図 1.1: 様々なモデルによる銀河系での合体率と，LIGO での検出レート．Kalogera et al. (2004) [11] より．

以上の結果を用いて，LCGT(BRSE)で検出可能な中性子星連星の最大の距離 (正確には光度距離 (lumi-
nosity distance))を 231Mpcとして，イベントレートを見積もる (表 1.1)．このやり方には，銀河の個数の推
定値を用いるやり方と，宇宙のBバンド光度密度を用いるやり方がある．ここでは，Phinney[6]に従いBバン
ド光度密度を用いて評価する．宇宙のBバンド luminosity densityはLB = 1.5×108hL"Mpc−3 (hは無次元
ハッブル定数，L"は太陽光度)，我々の銀河のBバンド luminosityはLB = 9×109L"という値がKalogera
et al. [7]では使われている．銀河系での合体率に，LB/LB をかければ，宇宙での共動体積あたりの合体率
が導かれる．ここでは，この因子としては，Kalogera[11]で採用されている LB/LB = 1.25× 10−2Mpc−3

という値を用いることにする．
LCGTでのイベントレートは，銀河系での合体率をRとすると，R×LB/LB×(4π/3)×D3/(1+z)3×ε

で与えられる．(Dを光度距離とすると，平坦な宇宙での赤方偏移 zまでの共同座標体積は V (z) = (4π/3)×
D3/(1+z)3である．)ここで，εは，最適な方向・角度出ない場合を考慮した時の，最大観測体積からの減少

v

第 1 章. LCGT の重力波源

NS-NS BH-NS BH-BH

銀河系での合体率 [1/yr] 83.0+209.1
−66.1 × 10−6(CI=95%) 10−7 − 10−4 10−7 − 10−5

LCGT(BRSE) での最大観測可能範囲 231Mpc(z=0.0522) 475Mpc(z=0.103) 1.10Gpc(z=0.222)

LCGT でのイベントレート [1/yr] 3.9+9.90
−3.13 0.036 − 36 0.32 − 32

LCGT(DRSE) での最大観測可能範囲 312Mpc(z=0.0697) 662Mpc(z=0.141) 1.50Gpc(z=0.292)

LCGT でのイベントレート [1/yr] 9.2+23.2
−7.35 0.087 − 87 0.70 − 70

表 1.1: コンパクト連星系の銀河系での合体率と LCGT で観測可能な範囲内でのイベントレート．NS-NS については，ビーム補正
と暗いパルサーからの寄与の補正を取り入れたもの．J1906+0746 の寄与は入っていない．最大観測可能範囲は，最適方向・角度
の場合に S/N=8 となる距離とした．また，最適方向・角度からのずれによる観測可能体積の減少率を (0.44)3 = 0.0852 として，
LCGTでのイベントレートは計算した．光度距離と赤方偏移 z の関係はWMAP 5yearの結果である，ΩM = 0.274, ΩΛ = 0.726,

H0 = 70.5kms−1Mpc−1 を用いた．

PSR name Ps (ms) Pb (hr) e τlife (Gyr)
B1913+16a 59.03 7.75 0.617 0.37
B1534+12a 37.90 10.10 0.274 2.93

J0737-3039Aa 22.70 2.45 0.088 0.23
J1756-2251a 28.46 7.67 0.181 2.03
J1906+0746b 144.14 3.98 0.085 0.082
J2127+11Cbcd 32.76 8.047 0.681 0.32

表 1.2: 1010 年以内に合体する連星中性子星．Ps:パルス周期，Pb:公転周期，e:離心率，τlife:寿命，τlife = τsd + τmrg，τsd: spin

down age, τmrg:重力波放出による合体までの時間．J1906+0746は伴星がWDである可能性もある．J2127+11Cは球状星団M15

にあるもの．それ以外は銀河円盤内にあるもの．引用文献，aO’Shaughnessy et al.(2008)[3], bKim et al.(2006)[4], cThe ATNF

Pulsar Catalogue[5]. dPhinney(1991).[6]

selection効果を取り入れた評価によって，R = 2 − 4 × 10−7[yr−1] という結果を得た．この値は合体率の
下限値を与えていると考えられ，実際の値は，以下の２つの因子の補正を更に受ける．一つ目はパルサー
のビーム因子 fb で，これは，4π/(beamが自転しながら覆う立体角)として定義される．Kalogera et al.
では，PSR1913+16及び 1534+12ではビームの形状の解析が進んできていて，それぞれ fb = 5.8, 6.5と
いう値が得られていることから，典型的な値として fb = 6を採用した [8]．もう一つの効果は，暗くて観
測されないパルサーからの寄与をどの程度取り入れるかである．Kalogera et al.では，パルサーの光度関
数を用いた評価により，Rは最大 200倍程度大きくなる可能性があると見積もっている．これは他の不定
性に比べて最も大きな不定性となっている．これらの効果を取り入れ，上記の Rを 6 × (1 ∼ 200)倍する
ことで，最終的な合体率として，10−6 ≤ R ≤ 5 × 10−4[yr−1]を得た．

Kim et al.[9]は，以上に加えて，Bayes統計を導入して合体率の再評価を行った．その結果として，最頻
値はR = 8×10−6[yr−1]で，上限下限はCI=68%で (3−20)×10−6 [yr−1]，CI=99%では (0.7−40)×10−6

[yr−1]という結果を得た．なおこれはビーム因子や暗いパルサーの寄与の効果はすべて含まれた結果であ
る．もし採用されているビーム因子 (fb ∼ 6)の効果を取り除くと，中心値はR = 1.3× 10−6[yr−1]で，上
限下限は CI=99%で (0.11− 6.6)× 10−6 [yr−1]となる．暗いパルサーの寄与は，パルサーの光度関数とし
て空間分布と共に解析の中に取り入れられており，論文の結果からその効果だけを引き去ることはできな
い．しかし，暗いパルサーの光度関数が，合体率の評価に大きな影響を与えている点は以前までの解析と
は同じである．そのような系統誤差は，この評価とは別に与えるべきであると考えるべきである．

2003年頃発見された PSR J0737-3039は，軌道周期がそれまでのものより短く、従って合体までの時

iv

Kalogera et al. (‘04)	
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